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La courbe gD: y* = .Y’ - 6D.x’ - 3 D’x est la courbe elliptique, la plus &kale, 
avec End(&TD)rZ[fi]. N ous ditkrminons la formule de la multiplication par 
J-3 sur &YD; l’action de l’endomorphisme de Frobenius de E, sur le noyau de 
fi nous permet d’kvaluer la somme de caractkres x.,1 mhD,zmi,,~I. 1987 
Academic Prers, Inc 
1. INTRODUCTION 
Soient p un nombre premier. IF, le corps a p elements, ME Z[.Y] et 
(./p) le symbole de Legendre; la somme de caracteres Cl,,, est par 
definition la somme Crt[fr (f(x)/p). Si f(x) =ax+ b on a C,,.l.,=O et si 
f(x) = ax2 + bx + c on a 
si b’-4ac f 0 (modp) 
si b2 - 4ac = 0 (mod p). 
Soit f(x) une cubique; on sait la valeur de C/.(Y) pour les cubiques 
suivantes: 
fi(x) = x3 + Dx CL 8, 12, 181 
f2(x) =x3 + 4Dx2 + 2D2x Cl, 20, 3,6, 141 
f3(x) = x3 + D [IO, 11,9,21] 
f4(x) = x3 + 21 Dx2 + 112D2x Cl51 
fs(x) =x3 - 33.32D’x + 7.16.1 12D3 Cl61 
f-&x) = x3 - 23 .19D2.x + 2. 192D3 c171. 
Notons que, d’apres [4], la courbe 4.: y2 =fi(x), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, est la 
courbe elliptique, la plus gentrale, avec End(&) isomorphe a l’anneau des 
entiers de Q(c), ou d= 1, 2, 3, 7, 11, 19, respectivement. 
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Si le degre de f(x) est >3 on connait la valeur de la somme &.r,, pour 
certains f(x) [ 1, 13, 7, 221. 
On sait, d’apres [4], que la courbe 
~8~: y* =x3 - 6Dx'- 3D2x 
est la courbe elliptique, la plus generale, avec 8” E Z[fi]. Le but de 
cette note est l’evaluation de CrcY,, oli ,f(x)= x3 - 6D.u*- 3D2x. Nous 
utilisons la methode de Stark [ 191 pour determiner la formule de la mul- 
tiplication par JZ sur GY~‘D; ensuite, comme dans [17], l’action de 
l’endomorphisme de Frobenius de 6, sur le noyau de fl nous permet 
d’evaluer C,(,,. Plus precisement, nous montrons le rtsultat suivant: 
si p=2 (mod 3) 
si p= 1 (mod3) 
et p=c’+3d’avecc-((-1)/p) (mod3). 
2. FORMULE DE LA MULTIPLICATION PAR J- 3 SUR gD 
Considerons la courbe elliptique 
L’application 
%‘,: JF’=~x~- 15D’x- 11D3. 
@: ~27~ -+GfzD: (x, y) -+ (x - 20, 2~) 
est un isomorphisme de courbes elliptiques. Pour avoir, done, la formule de 
la multiplication par G sur go, il suffit de l’obtenir sur ?Z’, . 
Soit 
13 11 3 
/z(z)=p+-p+28z4+16r6+ 
9 
- 9 + 
683 
16.7 32.49.13 
2’” + . 
la fonction de Weierstrass associee a la courbe elliptique %r. Alors, si (x, JJ) 
est un point de V, il existe un nombre complexe z tel que (x, ~1) = 
(j(z), j’(z)) et les fonctions +2(z) et ;I;‘(--) sont lites par la relation: 
+2(z)’ = 4&z)3 - 15+2(z) - 11. 
L’image du point (x, y) par fl est le point (#z(z fi), b’(z fi)). 
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I1 rksulte de [ 19, sect. 11, que +Z(Z &?) = F(&z))/G(b(z)), oti F(x) et 
G(x) sont des polynhmes de degri: 3 et 2 respectivement. Pour trouver F(x) 
et G(x) nous pro&dons comme dans [ 19, sect. l] et nous dtveloppons 
p(z &-5 en fraction continue. On a: 
+z(zJz)= +2(z)+ 
1 
Done 
et 
j’(z) pf(;wG)= -___ 16bH4 + 96fi(~)~ + 12O#~(z)~ - g;kz(z) .- 39 
3 ,lr-5 16jM4 + 96#W3 + 216fi(~)~ + 216/z(z) + 81 
d’oti la formule de la multiplication par ,/ - 3 sur VI. Par suite, on dkduit 
le rksultat suivant: 
PROPOSITION. Soit [x, y, z] un point de c?~ (en coordonnkes homogines). 
Alors ,/-3[x, y, z] = [24, v, IV] oti 
u = - fx(x - 30;)’ (x + Dz) 
V 
v= -A (y2+9Dx2-18D’xz+9D3z2) 
3Jz 
MI = (x + 0~)~. 
3. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 
La transformation x + Dx entraine: 
11 s&it done d’kvaluer la somme C,, F, ((x3 - 6x2 - 3x)/p). 
Soit N, le nombre des points de la courbe elliptique y2 =x3 -6x’- 3x 
sur 5,. On a: 
x3 - 6x2 - 3.x 
=l+p+ 1 
x3 - 6x2 - 3x 
P YEIF, P 
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D’autre part si ,fP est l’endomorphisme de Frobenius et .fb son conjugue on 
sait que 
N/,=1 +p-f,-f;. 
Ensuite, on a les deux cas suivants: 
( 1) Le premier p reste inerte dans Q(G) et f,, ,f> = k 6. 
(2) Le premier p se decompose dans Q(G) et ,f,, 
f;=ckdflotic, dEZ. 
[S, Chap. 10, Sect. 4, theoreme 10 et Chap. 13, Sect. 4, theoreme 121. 
Comme (-3/p) = (p/3), (1) entrafne que p = 2 (mod 3) et (2) que p = 1 
(mod 3). On en deduit: 
0 si p=2 (mod 3) 
-2c sip=1 (mod3) et,f,=c+dfi. 
Ii reste maintenant 6 determiner ,f,. 
On a fpEk[JT] et p=fb.,fb; alors la decomposition de p dans 
a(&?) determine f, au signe pk. D’autre part, la proposition de Sect. 2 
entraine que le noyau de l’isogenie ,/-3 est N = 10, +P>, ou P = ( - 1, 2i). 
Laissons f,, operer sur P; on a: 
f,(P) = (( ~ 1 )“, (2i)“) E ( - 1) ( - l/p) 2i) = ( - l/p)( - 1, 2i) = ( - l/p) P. 
Alors f;, 3 (-l/p) (mod fl) t e comme f,= c+ do il resulte que 
c=(-l/p) (mod3). Done &=c+d,/-3, oti p=c’$3d’ et 
c = ( - l/p) (mod 3) d’od le theoreme. 
La demonstration du thtoreme entraine immidiatement le resultat 
suivant: 
COROLLAIRE. Le nombre des points de la courbe elliptique y’= 
x3 - 6D.u’ - 3D2x sur F, est: 
P+l sip-2 (mod 3) 
p+l-(D/p)2c sip- 1 (mod 3) 
etp=c2+3d2 auec cz((-1)/p) (mod3). 
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